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Tai liéu nay dudc viét dua trén su md rong cdc bai gidng cua tic gid vé
mon hoc Gidi tich 16i & Toi uu, dugc giang day cho céc 16p Cao hoc Toan giai
tich va cac 16p Pai hoc Toan ung dung thudc truong Pai hoc Sai Gon tir nam
2014.

Nhu tén goi ctia cudn sach, ndi dung cia tai liéu nay chia lam hai phan.
Phan dau danh dé trinh bay céc kién thiic co s ctia Giai tich 16i, phan thi hai
danh d€ nghién ciiu mot s6 van dé lién quan dén Li thuyét tdi wu trén 16p bai
toan tdi wu 16i. Gidi tich 16i 12 mon hoc nén tang trong Li thuyét t&i uu. Ban
vé su quan trong ctia Giai tich 18i, Gido su R.T. Rockafellar, mot chuyén gia
hang dau cta thé gidi vé Li thuyét t6i uu, da cho rang su phan chia gifta tinh

16i va tinh khong 16i 12 ¢6 ¥ nghia nhit trong Li thuyét t6i uu*.

Ngoai cac nodi dung can thiét ctia cac bai gidng, nhiéu phan md rong da
dugc tac gia chon loc dua vao trong tai li€u nham phuc vu viéc hoc tap cho

céc hoc vién cao hoc. Tai liéu dugc t6 chiic thanh 3 chuong, trong do:

Chuong 1: Gidi thiéu cic khai niém co ban vé tap affine, tap 16i, khai
niém diém cuc bién cing mot sb tinh chét co ban ciia cic khai niém d6. Pinh
1i Carathéodory vé tap 16i ciing dudc gidi thiéu trong chuong nay. Tiép d6, cac
két qua vé viéc tach tap 1di va siéu phang tua tap 16i dugc gi6i thiéu. Phan tiép
theo danh dé€ nghién ctiu vé cic khai niém nén, trong d6 tap trung quan tam,

kh4o st nén phdp tuyén va nén tiép xuc ctia tap 16i tai mot diém. Phan cubi

*R.T. Rockafellar, Lagrange multipliers and optimality, STAM Review, 35, 183-238, 1993.



ciia chuong dugc danh d€ gi6i thiéu vé nhém céac dinh 1i thay phién cho hé

tuyén tinh, trong tam 1 b3 dé Farkas.

Chuong 2: Trinh bay céc kién thiic co ban lién quan dén ham 16i trén tap
16, diic trung ctia ham 16i, cic tinh chit cia ham 15i lién tuc va ham 15i kha vi,
ham lién hop ctia ham 16i. Dbi véi ham 16i khong kha vi, dudi vi phan ctia ham
16i va cac phép tinh dudi vi phan dudc quan tdm khao sat. Duéi vi phan cia
mot s&6 ham 16i ¢6 nhiéu tng dung nhu duéi vi phan ctia ham chi, ham Max
dugc quan tm. Dinh li Moreau-Rockafellar vé dudi vi phan clia tdng cic ham
16i dugc gidi thiéu trong chuong nay. Ngoai ra, khdi niém dudi vi phan xp xi
ctia ham 1di cling dugc gidi thiéu. Phan cudi cla chuong 2 dugce danh dé€ giGi
thiéu mot sd két qua vé dinh i thay phién cho hé 16i nham chuén bi cho viéc

nghién ctiu cac diéu kién tdi uu trong chuong 3.

Chuong 3: Trinh bay mot sd van dé co ban vé 1i thuyét cac diéu kién tdi
uu cho bai todn 16i khong rang budc va cé rang budc. Ddi v6i bai todn c6
rang budc, tai liéu nghién ctiu cac diéu kién tbi uu dang Fritz-John va dang
Karush-Kuhn-Tucker. Cac diéu kién tdi wu cho 16p cdc bai toan 1i kha vi va
khong kha vi tuong ting dudc gidi thiéu. Ching tdi ciing so lugc gidi thidu vé
16p bai todn tbi uu 16i nia vo han. Li thuyét déi ngau Lagrange va van dé dic
trung tip nghiém dudc dua vao nhu 12 cdc vin dé mé rong.

D& bién soan tai liéu nay tic gid da quan tam dén mot s6 tai lidu chuyén
khdo c6 lién quan trong va ngoai nudc. Pic biét cac tai lidu s6 [1], [5], [6],
[71, [81, [10], [13], [14] dudc tham khéo d€ viét chuong 1 va 2. Phan li thuyét
céc diéu kién t6i uu dude tham khao tir cac tai lidu [5], [6], [7]. Phan chinh cia
Li thuyét d6i ngau dudc tham khao tir tai liéu s [1], [10], [41]. Song song véi
céc tai liéu chinh, nhiéu thong tin trong cc bai bdo khoa hoc va céc tai liéu
khdc ciing dudc tac gia chon loc ndi dung dé dua vao hoic gidi thiéu trong tai
liéu. Hau hét cac chitng minh két qua co ban trong tai liéu nay déu dudgc chi
16 ngudn tham khao dé ban doc c6 thé tra ctiu thém dé dang. Phan 16n bai tap
trong tai liéu nay dudc tac gid tuyén chon tlf cac tai liéu ndi trén. Ngoai chic

ning nhu mot tai liéu phuc vu cho viéc day va hoc mén hoc Gidi tich 16i & Tbi

il



uu, tai liéu nay con c6 nhitng van dé dudc md rong so vdi dé cuong clia mon
hoc, hoidc gidi thiéu thém nhiing két qua nghién cifu méi c6 lién quan, thong
qua céc tai liéu tham khao. Piéu nay nham gitip cho ngudi hoc c6 hudng dé
tiép can sau hon vé vin dé dang quan tim, nhét 1a cic hoc vién cao hoc. Noi
dung ctia tai liéu dudc trinh bay trén khong gian R”. D€ tim hiéu sau hon vé
Giai tich 16i trén cac khong gian tritu tugng, ban doc c6 thé tham khao thém &
cac tai liéu khac chﬁng han nhu cac tai liéu [18], [54], [55].

Tai liéu dugc bién soan c6 chu y dén viéc tu hoc, vi vay nhiéu hinh Ve,
nhén xét, hoac cac vi du minh hoa da dudc tac gia quan tam dua vao trong
tai liéu. Cubi mdi chuong déu cé bai tap nham ciing ¢b hodc mé rong phan Ii
thuyét. Céc bai tap déu c6 huéng din giai hodc giai tom tit. D€ sit dung tai
liéu nay, ngudi hoc can c6 hiéu biét co ban vé Giai tich thuc, Giai tich ham va
Dai s6 tuyén tinh. Tai liéu nay dudc xi 1i se“ip chit trén phan mém Texmaker
4.5, phan hinh vé& dudc hd trg bdi phan mém Ipe 7.2.6 va phan mém TpX 1.5.

Tac gia xin chan thanh cam on Khoa Toan & Ung dung va Phong Quén Ii
khoa hoc ctia trudng Dai hoc Sai Gon, Nha xuit ban Gido duc tai Thanh phd
Hd Chi Minh, Cong ty C6 phan Dich vu xuét ban Gido duc Gia Pinh, di tao
moi diéu kién thuan 10i d& cudn sach nay dudc hoan thanh va xuit ban.

Tac gia ciing xin dudc bay td su cdm on chan thanh dén quy thiy co, cic
ddng nghiép, cac hoc vién cao hoc va gia dinh d truyén cdm hiing cho tic gia

trong qua trinh bi€n soan tai liéu nay.

Miic du da c6 nhiéu cb ging nhung chic chin cubn sich nay khong thé
tranh khoi nhitng so suét va han ché nhét dinh, tac gia xin chan thanh cdm on
nhiing nhan xét va gép y dé cudn sach nay dudc hoan thién hon trong lan tdi
ban.

bai hoc Sai Gon, thang 02, nam 2017
Ta Quang Son

taquangson @sgu.edu.vn
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Chuong 1

TAP LOI

“Khéng co vin dé phiic tap nao ditng viing dwogc trudc su tdn
cong bén bi ciia tw duy.”

Voltaire'(1694-1778)

1.1 M@t s6 khai niém topo co ban trong R" . .. ... ... 2
12 Tapaffine...........co0iiiiieienennn 3
1.3 Taploi va cactinh chatcoban . ... .......... 7
1.4 Phantrongtuwongddi ... ................ 15
1.5 Siéu phang tua va dinh Ii tach tap16i . . ........ 18
1.6 Pifm cuc bién va siéu phang twa tap1i . ... ... .. 26
1.7 Khai niém nén va cacnondachiét . . . ......... 29
1.8 BAt déng thic suy rongtheonon . . ........... 51
1.9 Céc dinh Ii thay phién cho hé tuyéntinh . . . ... ... 54
BaitapChuong1 .. ...............0...... 60

"Frangois-Marie Arouet dugc biét dén v6i but hiéu Voltaire. Ong 1a dai vin
hao ngudi Phap. Ong ciing dong thdi 1a nha thin luan va nha triét hoc (xem
https://vi.wikipedia.org/wiki/Voltaire)

“No problem can stand the assault of sustained thinking.” http://www.quotes.net/quote/18612
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1.1 Mot s6 khai niém topo cd ban trong R”

Cho x¢ € R". Ta goi mot 1an can md tdm x( ban kinh r 1a tap hdp dugc ki
hiéu va xac dinh nhu sau:

B(xp,r) :={x e R": ||x —xo|| < r}.
LAn cin ciu déng tAm x( ban kinh r dugc ki hiéu va dinh nghia bdi
B(xg,r) :={xeR": ||x—xo|| < r}.

Diém z goi 1 diém trong ctia tip S néu tdn tai 14n cAn md tAm z ban kinh
r chita hoan toan trong S. Tap hop tit ca céc diém trong ciia tap S goi 1a phan
trong cuda tap do, ki hiéu int(S).

Néu S = int(S) thi S goi 1a tap mé.

Tap hop int(S) 1a tip mé 16n nhit chia trong S.

Tap déng* nhé nhit chifa S goi 1a bao déng cta S va ki hiéu 1a cl(S).

Di€m x € cl(S) nhung x ¢ int(S) dugc goi 1a di€ém bién cta S.

Tap tht c4 cdc diém bién clia S goi 1a bién ctia S, ki hiéu bd(S).

&

Hinh 1.1: Piém z la diém trong, diém x la diém bién clia tdp S.

*Trong khong gian topo, mot tip hop dudc goi 1a déng néu c6 phan bu 1a tip md. Chi y
rang mot tap hop 1a tip déng néu né chita moi diém tu (diém dinh).
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1.2 Tap affine

Cho trudc hai diém x1,x, € R”. Pudng thang di qua hai diém di cho 1a tap
hop céc di€ém xéc dinh bdi phuong trinh

y=x2+A(x; —x2),A €R,
hay
y=Ax;+ (1 —=2A)x,A €R.

Khi A = 0, di€m y trung v6i x,, khi A = 1 di€ém y trung v6i x;. Khi A € (0,1),
diém y ¢ giita doan thang [x1,x>]. Khi A < 0 hodic A > 1, diém y nim ngoai
doan [x1,x;| (Hinh 1.2).

Diém y noéi trén dudc goi 1a to hop affine cia hai diém x; va x,.

A>1

Hinh 1.2: Poan thing va duong thing tao bdi hai diém

Chi y 1.1. Ta dung ki hiéu [x, y] d& chi doan thang dong ndi hai diém x va y,
va dung ki hiéu (x,y) d€ chi doan thang md ndi hai diém x va y:

[,y ;= {zeR"|z=2Ax+(1—A)y,VA €]0,1]},
(x,y):= {z€R"|z=2Ax+(1—A1)y,VA € (0,1)}.

Chii y 1.2. Cho véc-to u # 0 va diém xq cd dinh trong khong gian R”". Pudng
thang c¢6 phuong u di qua diém xo, ki hidu L(u,x), 1a tip hop dudc xac dinh
bdi

L(u,xp) :={x e R" | x=x0+Au,VA € R}.

T L(u,xp), ta cé hai tia duge ki hiéu va dinh nghia bdi:
Li(u,xp) :={x€eR" | x=x0+Au,VA >0},

L_(u,xg):={x€R" | x=x0+ Au,VA <0}.
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DPinh nghia 1.1. Cho tdp hop A C R" khdc rong. Tap A duoc goi la tdp affine
néu bdt ki hai diém ndao thudc A thi duong thing ndi hai diém dé ciing thudc A.

Vidu 1.1.

(i) Cac dudng thang hinh hoc xét trong R?,R3 1a cic tap affine;

(ii) C4c mit phing xét trong R 1a cdc tap affine;

(iii) TAp nghiém ctia hé phuong trinh tuyén tinh Bx = b, v6i B 1a ma tran
cAp m x n, 1a mot tap affine.

DPinh nghia 1.2. Cho truéc k diém xy,xa,...,x, € R". Ta goi y la mot t6 hop
affine cua k diém noi trén néu ton tai Ay, ...\ ER sao cho A+ ...+ X =1
va y cé dang biéu dién

y= Axy 4+ Aaxo + o+ Axg.

Dinh li 1.1. Néu A la tdp affine trong R" va x1,xa,...,x; la k diém bdt ki
thuéc A thi t6 hop affine ciia k diém noi trén ciing thudc A.

Chiing minh. V6i Aq,...,Ax € Rsaocho A +...+ A = 1, xét t6 hop
y:llxl—{-lz)Cz—l-...—l—?kak.

Khi k = 2, dinh 1i dung theo dinh nghia tap affine.

Gia st dinh 1i diing dén k — 1, khi d6 t6 hop affine ctia k — 1 diém thuoc A
12 thudc A. Ta ching minh dinh 1i ding dén k. Khong mét tinh tdng quat, gia
st Ax # 1. Khi d6 y viét lai

A Y
y:(l—lk)[ ! xl—f—...—f—li—ikxk_l

1 — X

} + Apxy.

Phan trong ngoic vuong 1a t& hop affine cta k — 1 diém vi

M A—1
=1
—a T
Theo gia thiét qui nap, t6 hop nay thudc A. it
M A1
X = l—lk)q—i_'“—i_ 1_Akxk,1.
Khi d6, x* € A vay = (1 — A )x* + Lx, € A. O
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Pinh i 1.2. Cho A C R" la tdp affine va xo € A. Khi do tdp hop
Vi=A—xp:={zeR"|z=x—xp,x €A}
la mot khong gian véc-to con cua R™.

Chitng minh. V&i bat ki hai diém u, v thudc V va véi moi A, i € R, cin chiing
minh Au+ puv € V. That vay, v6i u,v ndi trén va xg € A da cho, ta co

Au+puv+xo=[A(u+x0)+ (1 = A)xo] + [ (v +x0) + (1 — tt)xo] — xo-
(1.1)
Xem x = u+xo va y = v+ xg thi theo dinh nghia ctia tap V, ta co x,y € A. Khi
do, do A 1a tap affine, ta nhan dudc
a:=Alu+x0)+(1—A)xp €A

va
vi=u(v+xo)+ (1—u)xo €A.

Ch ¥ ring 3 (ii+7) € A vaxg € A nén tii (1.1), ta 6
o |
7Lu+uv+xo:u+v—xo:2[§(u+v)]—xoEA.

Theo dinh nghia cia tip V, tasuy ra Au+uv e V.

Nhan xét 1.1. Moi tap affine A C R” déu c6 thé dugc biéu dién duéi dang
A=V+xo={x+x |xeV},

v6i V 12 khong gian véc-to con cia R”, xq 1a diém thudc A. V& mit hinh hoc,
khong gian affine 12 tinh tién ctia mot khong gian véc-to (Hinh 1.3).

Pinh nghia 1.3. Cho C C R". Tdp hop gom tdt cd cdc té hop affine ciia cdc
diém thuoc C goi la bao affine ciia C (affine hull), ki hiéu aff(C).

Dinh li 1.3. Bao affine ciia C la tdp affine nhé nhdt chiia C.

Chuing minh.



