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Ph©n c«ng biªn so¹n 
 

Do·n Minh C−êng :  Chñ biªn, biªn so¹n c¸c chuyªn ®Ò 1, 2, 3, 4, 8 

TrÞnh Hoµi D−¬ng :  Biªn so¹n c¸c chuyªn ®Ò 5, 6, 7 

TrÇn V¨n Kh¶i  

 vµ TrÞnh Hoµi D−¬ng :  Biªn so¹n c¸c chuyªn ®Ò 9, 15, 16, 17, 18, 19, 20 

§ç Thanh S¬n :  Biªn so¹n c¸c chuyªn ®Ò 10, 11, 12, 13, 14. 

 

Mét sè kÝ hiÖu, viÕt t¾t dïng trong s¸ch 

 

THPT : Trung häc phæ th«ng ; 

§HKHTN : §¹i häc Khoa häc Tù nhiªn ; 

§HSP : §¹i häc S− ph¹m ; 

§HSPHN : §¹i häc S− ph¹m Hµ Néi ; 

§HQG : §¹i häc Quèc gia ; 

§HQGHN : §¹i häc Quèc gia Hµ Néi ; 

GTLN : Gi¸ trÞ lín nhÊt ; 

GTNN : Gi¸ trÞ nhá nhÊt ; 

HSG : Häc sinh giái ; 

VT : VÕ tr¸i ; 

VP : VÕ ph¶i ; 

®pcm : ®iÒu ph¶i chøng minh ; 

(x a;y b)= ± = ∓ : (x a;y b)= = −  hoÆc (x a;y b)= − = .  
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Lêi nãi ®Çu 

HiÖn nay, m¹ng l−íi c¸c tr−êng Trung häc phæ th«ng chuyªn (THPT 

chuyªn) ®· ph¸t triÓn ë kh¾p c¸c tØnh, thµnh phè c¶ n−íc. Trong c¸c k× thi vµo 

THPT chuyªn, ngoµi m«n thi chuyªn, c¸c em häc sinh ®Òu ph¶i lµm 3 bµi thi b¾t 

buéc lµ To¸n, Ng÷ v¨n, TiÕng Anh. 

Nh»m gióp c¸c em häc sinh, c¸c thÇy c« gi¸o, c¸c bËc phô huynh cã mét 

tµi liÖu «n thi, Nhµ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam ®· tæ chøc biªn so¹n bé s¸ch 

“¤n thi vµo líp 10 Trung häc phæ th«ng chuyªn” gåm c¸c m«n häc: To¸n, VËt 

lÝ, Hãa häc, Sinh häc, Ng÷ v¨n, TiÕng Anh. Cuèn s¸ch “¤n thi vµo líp 10 

Trung häc phæ th«ng chuyªn - M«n To¸n”  lµ mét cuèn trong bé s¸ch nµy. §Ó 

cã thÓ b¸m s¸t néi dung c¸c ®Ò thi vµo THPT chuyªn, chóng t«i ®· mêi c¸c t¸c 

gi¶ lµ nh÷ng gi¸o viªn d¹y To¸n l©u n¨m, nhiÒu kinh nghiÖm cña mét sè tr−êng 

chuyªn cã tiÕng trong c¶ n−íc tham gia biªn so¹n. C¸c t¸c gi¶ cña tµi liÖu nµy 

lµ c¸c thÇy gi¸o: 

− Do·n Minh C−êng (chñ biªn) (THPT Chuyªn − §HSP Hµ Néi) 

− §ç Thanh S¬n (THPT chuyªn §HKHTN − §HQG Hµ Néi) 

− TrÇn V¨n Kh¶i vµ TrÞnh Hoµi D−¬ng (THPT chuyªn Hµ Néi − Amsterdam). 

Cuèn s¸ch gåm ba phÇn: PhÇn thø nhÊt gåm 20 chuyªn ®Ò bao qu¸t toµn bé 

c¸c néi dung c¬ b¶n cña m«n To¸n cÊp Trung häc c¬ së vµ néi dung c¸c ®Ò thi 

tuyÓn sinh vµo c¸c tr−êng THPT chuyªn. PhÇn thø hai giíi thiÖu víi b¹n ®äc 9 

®Ò thi chÝnh thøc n¨m häc 2012 - 2013 cña mét sè tr−êng THPT chuyªn vµ 2 ®Ò 

thi tù luyÖn. PhÇn thø ba lµ h−íng dÉn gi¶i c¸c bµi tËp cña c¸c chuyªn ®Ò vµ ®¸p 

¸n hoÆc h−íng dÉn gi¶i c¸c ®Ò tham kh¶o. 

Nãi chung, mçi chuyªn ®Ò gåm 3 phÇn: 

A. KiÕn thøc c¬ b¶n 

B. Mét sè kÜ thuËt ®Æc tr−ng vµ vÝ dô minh ho¹ 

C. Bµi tËp tù luyÖn. 
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V× khu«n khæ cuèn s¸ch cã h¹n nªn c¸c t¸c gi¶ chØ tËp trung tr×nh bµy nh÷ng 
néi dung ®iÓn h×nh nhÊt thuéc hai lo¹i:  

− C¸c néi dung c¬ b¶n s¸t víi néi dung bµi thi m«n To¸n vßng 1 cho tÊt c¶ 
c¸c thÝ sinh dù thi vµo THPT chuyªn. 

− Mét sè néi dung n©ng cao ®ßi hái nh÷ng kÜ n¨ng ®Æc biÖt, h−íng tíi bµi thi 
m«n To¸n vßng 2 cho c¸c häc sinh thi vµo chuyªn To¸n. 

Thêi gian chuÈn bÞ b¶n th¶o kh«ng nhiÒu mµ l¹i mong muèn cuèn s¸ch phôc 
vô ®«ng ®¶o c¸c b¹n häc sinh thi vµo c¸c líp chuyªn, c¸c tr−êng chuyªn cña c¶ 
n−íc, v× vËy cuèn s¸ch khã tr¸nh khái nh÷ng thiÕu sãt. C¸c t¸c gi¶ rÊt mong 
nhËn ®−îc th− gãp ý cña c¸c em häc sinh, c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c bËc phô 
huynh. Mäi ý kiÕn gãp ý xin göi vÒ theo ®Þa chØ : Ban To¸n - Tin, Nhµ xuÊt b¶n 
Gi¸o dôc ViÖt Nam - 187B  Gi¶ng Vâ - Hµ Néi. 

C¸c t¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n TS. TrÇn H÷u Nam, Tr−ëng Ban biªn tËp 
s¸ch To¸n Tin ®· ®äc, gãp ý b¶n th¶o vµ gióp c¸c t¸c gi¶ tuyÓn chän phÇn giíi 
thiÖu c¸c ®Ò thi tham kh¶o, c¸c biªn tËp viªn, Ths. NguyÔn Ngäc Tó, Ths. §Æng 
V¨n TuyÕn ®· biªn tËp, ®äc kÜ b¶n th¶o, t¹o c¸c ®iÒu kiÖn ®Ó c¸c t¸c gi¶ hoµn 
thµnh cuèn s¸ch nµy. 

Hi väng r»ng, cuèn s¸ch sÏ lµ tµi liÖu tham kh¶o h÷u Ých gióp c¸c em häc 
sinh chuÈn bÞ tèt nhÊt cho k× thi vµo tr−êng THPT chuyªn s¾p tíi cña m×nh. 

Thay mÆt c¸c t¸c gi¶ 

Chñ biªn 

Do·n minh c−êng 
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PhÇn mét 

c¸c chuyªn ®Ò 

A. sè häc 

Chuyên đề 1 
CHIA HÕT 

A. KiÕn thøc c¬ b¶n  

Các đề thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên thường có bài toán chia hết. Loại bài 
tập này đòi hỏi học sinh thành thạo các kĩ năng biến đổi đồng nhất (rút gọn biểu 
thức, phân tích thành nhân tử), ngoài ra học sinh cũng cần nắm vững một số khái 
niệm cơ bản: số nguyên, số nguyên tố, hai số nguyên tố cùng nhau, sự chia hết của 
hai số nguyên. 

1. Phép chia trong tập số nguyên 
Định lí: Nếu đã cho hai số nguyên a, b trong đó b 0≠  thì luôn thực hiện 

được phép chia a cho b tức là tìm được duy nhất một cặp số nguyên q (thương), r 
(số dư) thoả mãn điều kiện a bq r, 0 r b= + ≤ < . 

Nhận xét thường dùng: Khi chia n 1+  số nguyên cho n ( n 1≥ ) luôn tìm 
được ít nhất hai số dư bằng nhau. 

2. Khái niệm chia hết  
Nếu a, b là hai số nguyên đã cho (trong đó b 0≠ ) thì ta nói a chia hết cho b và 

kí hiệu là a b  nếu số dư của phép chia a cho b là 0, tức là nếu tồn tại số nguyên q 
sao cho a bq= . 

Nếu a chia hết cho b thì ta cũng nói: 
a là bội số nguyên của b ; 
b là ước số nguyên của a ; 
b chia hết a (và viết là b | a ). 

Nhận xét thường dùng: Trong n số nguyên liên tiếp luôn có ít nhất một số chia 
hết cho n. 
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3. Hai số nguyên tố cùng nhau 
Hai số nguyên a, b được gọi là nguyên tố cùng nhau nếu hai số này chỉ có một 

ước số chung duy nhất là 1. 
4. Số nguyên tố  
Số nguyên dương p là số nguyên tố nếu p 1>  và p chỉ có đúng hai ước số 

nguyên là 1 và p.  
5.  Một số tính chất thường dùng 
a) Bắc cầu:   Nếu a b  và  b c  thì a c  . 

b) Cộng:   Nếu a m  và b m  thì ( )a b m± . 

c) Nhân:    Nếu a m  và b n  thì ab mn . 
d) Bội số:  Nếu  k nguyên và a n  thì ka n . 

e) Tuyến tính: Nếu ka hb c 0+ + =l , trong đó *a, b, c ; k, , h ; a d+∈ ∈Z Zl  
thì b sẽ chia hết cho d  khi và chỉ khi c chia hết cho d.  

f) Rút gọn:  Nếu ab c  và b, c nguyên tố cùng nhau thì a c . 
g) Nếu p nguyên tố và p là ước của ab thì p là ước của a hoặc b. Đặc biệt, nếu  
p nguyên tố và 2a p  thì a p . 

h) Nếu a, b , a b, n∈ ≠ ∈Z N  thì  ( ) ( )n na b a b− − . 

i) Nếu a, b , a b, n∈ ≠ − ∈Z N  thì  ( ) ( )2n 1 2n 1a b a b+ ++ + . 

j) Nếu m, n là hai số nguyên tố cùng nhau đều là ước của số nguyên a thì mn 
cũng là ước của a. Đặc biệt, nếu hai số nguyên tố khác nhau p, q đều là ước của số 
nguyên a thì tích pq cũng là ước của a. 

B. Mét sè kÜ thuËt ®Æc tr−ng vµ vÝ dô minh ho¹ 

1. Kĩ thuật 1: Sử dụng kết quả hiển nhiên (suy trực tiếp từ nguyên lí Đi-rích-lê): 
Trong hai số nguyên liên tiếp luôn có một số chia hết cho 2, do đó tích hai số 
nguyên liên tiếp luôn chẵn; trong 3 số nguyên liên tiếp luôn có một số chia hết 
cho 3, do đó tích 3 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 6; …. 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng tích 2 số chẵn liên tiếp luôn chia hết cho 8; tích 3 
số chẵn liên tiếp luôn chia hết cho 48. 
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Giải 

Hai số chẵn liên tiếp 2k  và 2k 2+  có tích ( )4k k 1 8+ .  

Ba số chẵn liên tiếp 2k; 2k 2; 2k 4+ +  có tích ( ) ( )8k k 1 k 2 48+ + . 

2. Kĩ thuật 2: Phân tích thành nhân tử. 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng với mọi n nguyên, số 3A n n= −  luôn chia hết 
cho 6. 

Giải 

Phân tích thành nhân tử ta được ( ) ( )A n 1 n n 1= − +  là tích 3 số nguyên 

liên tiếp, do đó A 6 . 

3. Kĩ thuật 3: Thêm bớt một bội. 

Ví dụ 3. (THPT chuyên − ĐHKHTN − ĐHQGHN, năm 1996) Chứng minh 

rằng với mọi n nguyên dương, số A = 3n 5n+  luôn chia hết cho 6. 

Giải 

Ta có ( ) ( ) ( )3A n n 6n n 1 n n 1 6n= − + = − + + . Do đó A 6  với mọi n.  

4. Kĩ thuật 4: Sử dụng tính chất ( ) ( )n na b a b− −  nếu a b,≠  *n ,∈ N  

a, b ∈ Z  hoặc dùng tính chất ( ) ( )2n 1 2n 1a b a b+ ++ +  nếu a b,≠ −  *n ,∈ N  

a, b ∈ Z . 

Ví dụ 4. (THPT Chuyên − ĐHSPHN, năm 1998) Chứng minh rằng với mọi n 

tự nhiên, số ( ) ( )n n n n nA 5 5 1 6 3 2= + − +  luôn chia hết cho 91. 

Giải 
Vì 91 13.7=  đồng thời 13 và 7 là hai số nguyên tố khác nhau nên để chứng 

minh khẳng định đã cho, chỉ cần chứng minh A chia hết cho 13 và A chia hết cho 7. 

Mặt khác, ( ) ( )n n n nA 25 18 12 5= − − −  chia hết cho 25 18 12 5 7− = − = .  

Tương tự, ( ) ( )n n n nA 25 12 18 5= − − − chia hết cho 25 12 18 5 13− = − = . 

Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 
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Ví dụ 5. (THPT Chuyên − ĐHSPHN, năm 2001) Chứng minh rằng với mọi số nguyên 

dương n, luôn có 5 5 5 5A 1 2 3 ... n= + + + +  chia hết cho B 1 2 3 ... n= + + + + . 
Giải 

Dễ thấy ( )n n 1
B 2

+
= . 

Lại có ( ) ( ) ( ) ( )5 55 5 5 5 5 52A n 1 n 1 2 n 2 3 ... 1 n⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + − + + − + + + +
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

chia hết cho n 1+  vì mỗi số hạng ở vế phải đều chia hết cho n 1+ .  

Tương tự, ( ) ( )5 55 5 52A 2n n 1 1 n 2 2 ...⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − + + − + +
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 chia hết cho n, do 

đó 2A n . Mà  n và n 1+  là hai số nguyên tố cùng nhau nên ( )2A n n 1+  hay 
2A 2B .  

Từ đó A B  (đpcm). 
5. Kĩ thuật 5: Thay bằng một bội số. 

Ví dụ 6. Chứng minh rằng với mọi n ∈ N, số 2A n 3n 5= + +  không phải là 
bội số nguyên của 121. 

Giải 

Nếu A 121 thì ( )24A 2n 3 11 121= + + , suy ra ( )22n 3 11+ , do đó 

2n 3+  chia hết cho 11, từ đó lại suy ra ( )22n 3 121+  và  ( )24A 2n 3 11= + +  
không chia hết cho 121, vô lí (đpcm). 

6. Kĩ thuật 6: Xét các số dư. 
Ví dụ 7. (THPT chuyên − ĐHKHTN − ĐHQGHN, năm 1999)  

Tìm tất cả các số nguyên dương n thoả mãn điều kiện 2n 9n 2+ −  chia hết 
cho 11.  

Giải 

Gọi r  là dư của phép chia n cho 11 thì 0 r 11≤ <  và 2n 9n 2+ −  cùng dư 
với 2r 9r 2+ −  khi chia cho 11. Sử dụng máy tính cầm tay, mode TABLE, ta 
được bảng giá trị của ( ) 2f r r 9r 2= + −  với r 0;1; 2; ...;10=  trong đó chỉ có hai 

giá trị là bội của 11, đó là ( ) ( )f 6 88; f 7 110= = . Do đó các số nguyên dương 
cần tìm là và chỉ là các số có dư là 6 hoặc 7 khi chia cho 11. 
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Nhận xét: Nếu f(x) là một đa thức với hệ số nguyên và m là một số nguyên 
dương đã cho thì để tìm các số nguyên n sao cho f(n) là bội của m ta chỉ cần tính 
các giá trị của f(x) với x 0;1;2;...; m 1= − . 

C. bµi tËp 

1.1. Chứng minh rằng nếu số nguyên n không chia hết cho 2 và 3 thì số 
2A 4n 3n 5= + +  chia hết cho 6.  

1.2. Chứng minh rằng với mọi số nguyên n, số 

 4 3 2A n 14n 71n 154n 120= − + − +  chia hết cho 24. 

1.3. Tìm các số nguyên dương n sao cho số 2A n 3n 38= + −  chia hết cho 49.  

1.4. Chứng minh rằng với mọi số n chẵn đều có số 4 3 2A n 4n 4n 16n= − − +  
chia hết cho 384. (Thi HSG Toán toàn quốc lớp 9, năm 1970) 

1.5. Chứng minh rằng với mọi n lẻ, số ( )4 2A n 7 7 2n= + +  chia hết cho 64. 

1.6. Chứng minh rằng với mọi n chẵn, 3n 1964n 48+ . 

1.7. Chứng minh rằng số 3 2A n 3n n 3= + − −  chia hết cho 48 với mọi n lẻ. 

1.8. Chứng minh rằng số 12 8 4A n n n 1= − − +  chia hết cho 512 với mọi n lẻ. 

1.9. Chứng minh rằng với mọi n ∈ Z, số 2A n n 2= + +  không chia hết cho 3. 

1.10. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, số 3 2A 9n 9n 3n 16= + + −  không 
là bội số của 343. 

1.11. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, số 3 2A 4n 6n 3n 37= − + +  
không là bội số của 125. 

1.12. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, số 2n n n 1A 6 19 2 += + −  chia hết 
cho 17. 

1.13. Chứng minh rằng 8n 6n n n2 5 1980 441 1 1979, n− − + ∀ ∈ N . 

1.14. Chứng minh rằng với mọi n nguyên lẻ, số n n nA 118 101 16 1= − − −  luôn 
chia hết cho 3978. 
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1.15. Cho m, n là hai số nguyên. Chứng minh rằng hai số a m 2n,= +  b n 2m= +  
cùng chia hết cho 3 hoặc cùng không chia hết cho 3. 

1.16. Cho ( ) 2f x ax bx c= + +  nhận giá trị nguyên với mọi x  nguyên. Hỏi a, b, 
c có nhất thiết phải là các số nguyên hay không? Tại sao?  

(THPT chuyên − ĐHKHTN − ĐHQGHN, năm 2001) 

1.17. Cho số tự nhiên n 3> . Gọi q là thương và r là dư của phép chia n2  cho 10. 
Chứng minh rằng qr 6 .  

(Thi HSG Toán lớp 9 toàn quốc, năm 1994) 

1.18. Cho hai số nguyên dương a, b. Chứng minh rằng 2 25a 15ab b+ −  chia hết 
cho 49 khi và chỉ khi 3a b+  chia hết cho 7. 

Chuyên đề 2  

Sè NGUYªN Tè. Sè CHÝNH PH−¬nG. 
Sè LËP PH−¬NG ®óNG 

A. KiÕn thøc c¬ b¶n  

Vì mọi số tự nhiên đều phân tích được thành các nhân tử nguyên tố nên việc 
nghiên cứu các số tự nhiên quy về việc nghiên cứu các số nguyên tố. Các số chính 
phương (bình phương của một số nguyên) và các số lập phương đúng (lập phương 
của một số nguyên) có những tính chất lí thú và cũng thường xuất hiện trong các 
đề thi học sinh giỏi, thi tuyển vào các trường chuyên. 

1. Số nguyên tố   
Các số nguyên dương a 1>  được chia thành hai loại: số nguyên tố và hợp số.  

Nếu a chỉ có đúng hai ước số nguyên (là 1 và a) thì a là số nguyên tố; nếu ngược 
lại thì a là hợp số.  

2. Phân tích một số tự nhiên thành tích các thừa số nguyên tố 
Mỗi số tự nhiên a 0≠  đều có thể phân tích thành tích các thừa số nguyên tố, 

tức là viết được dưới dạng 31 2 knn n n
1 2 3 ka p .p .p ...p= , trong đó 1 2 3 kp , p , p , ..., p  là 

những số nguyên tố phân biệt và  1 2 3 kn , n , n , ..., n  là những số tự nhiên. 
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Chú ý: Nếu không kể đến thứ tự các thừa số thì sự phân tích trên là duy nhất 
và được gọi là dạng phân tích tiêu chuẩn của số tự nhiên a. 

3. Số chính phương và số lập phương đúng 

Các số chính phương là các bình phương của số nguyên, tức là các số dạng 2n , 
trong đó n là số nguyên.  

Các số lập phương đúng là các lập phương của số nguyên, tức là các số dạng 3n , 
trong đó n là số nguyên. 

4. Một số tính chất thường dùng 
a) Tích của hai số nguyên chia hết cho số nguyên tố p khi và chỉ khi một trong 

hai thừa số chia hết cho p. 

b) Số chính phương 2n  chia hết cho số nguyên tố p khi và chỉ khi n p . Số 

chính phương 2n  chia hết cho số nguyên tố p thì cũng chia hết cho 2p . 

c) Các số chính phương chẵn đều chia hết cho 4. Các số chính phương lẻ đều 
có dư 1 khi chia cho 8. 

d) Các số chính phương chia hết cho 3 thì cũng chia hết cho 9. Các số chính 
phương không chia hết cho 3 đều có dư 1 khi chia cho 3. 

e) Nếu tích hai số nguyên n a.b=  là số chính phương thì hai thừa số a, b có 
dạng 2 2a m.c , b m.d= = . 

f) Giữa hai số chính phương liên tiếp 2n  và ( )2n 1+  không có số chính 
phương nào. 

g) Nếu 3a n=  là số lập phương đúng không chia hết cho 3 thì khi chia số a 
cho 9 ta được dư 1 (nếu n chia 3 dư 1) hoặc dư 8 (nếu n chia 3 dư 2). 

B. Mét sè kÜ thuËt ®Æc tr−ng vµ vÝ dô minh ho¹ 

1. Kĩ thuật 1: Phân tích thành nhân tử. 

Ví dụ 1. Chứng minh rằng nếu n là số nguyên lớn hơn 1 thì số 4 na n 4= +  là 
hợp số. 

Giải 
Nếu n chẵn thì a chẵn và lớn hơn 2 nên a là hợp số. 
Nếu n lẻ thì ( )n 2k 1, k , k 1= + ∈ ≥Z , do đó  



 
   

{[[W+bz0FkV43GmRt7u4DpvuYxd]]} 
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( ) ( )2 24 n 4 2k 1 4 2k 1 2 2k 1 2 2k 2a n 4 n 4 n 2 n 2 n .2+ + + += + = + = + = + −  

   ( ) ( )2 2k 1 k 1 2 2k 1 k 1n 2 n.2 n 2 n.2+ + + += + + + − . 

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có  
2 2k 1 2k 1 2k 3 2k 2 k 1n 2 2n. 2 n 2 n 2 n.2+ + + + ++ ≥ = > =  

2 2k 1 k 1 2 2k 1 k 1n 2 n.2 1 n 2 n.2 1+ + + +⇒ + ≥ + ⇒ + − >  (dấu "=" không xảy ra).  
Từ đó suy ra a cũng là hợp số. 
2. Kĩ thuật 2: Sử dụng một số tính chất đặc trưng của các số chính phương. 
Các số chính phương có một số dấu hiệu đặc trưng thiết lập những điều kiện 

cần để nhận biết một số nguyên có phải là số chính phương hay không. Một số 
dấu hiệu đặc trưng thường dùng của các số chính phương là: 

− Mọi số chính phương chẵn đều chia hết cho 4; mọi số chính phương lẻ khi 
chia cho 8 đều có dư là 1. Vì vậy, các số dương chẵn không là bội số của 4 đều 
không là số chính phương; các số dương lẻ mà khi chia 8 không cho dư 1 cũng 
không phải là số chính phương. 

− Mọi số chính phương khi chia cho 3 đều chỉ có dư là 0 hoặc 1; nếu số chính 
phương chia hết cho 3 thì cũng chia hết cho 9. Vì vậy nếu số dương n có dư 2 khi 
chia cho 3 thì không là số chính phương. 

− Chữ số tận cùng của số chính phương không thể là 2; 3; 7; 8. 

− Một số chính phương là bội của số nguyên tố p thì cũng là bội của 2p . 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng nếu a, b là hai số lẻ thì số 2 2n a b= +  không phải 
là số chính phương. 

Giải 
Vì a, b lẻ nên n chẵn, do đó nếu n là số chính phương thì n phải chia hết cho 4. 

Mặt khác, vì 2 2a , b  là những số chính phương lẻ nên 2 2a , b  đều có dư 1 khi chia 

cho 4, do đó 2 2n a b= + có dư 2 khi chia cho 4, vô lí (đpcm). 
Ví dụ 3. Tìm số nguyên dương k nhỏ nhất có tính chất là tổng của 19 số 

nguyên liên tiếp k 1, k 2, ..., k 19+ + +  là số chính phương. 

Giải 

Xét tổng ( ) ( ) ( ) ( )S k 1 k 2 ... k 19 19 k 10= + + + + + + = + . 
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Vì S là bội của 19 (nguyên tố) nên nếu S chính phương thì S chia hết cho 219 , 
do đó ( )k 10+  phải là bội của 19. Vậy số k nhỏ nhất thoả mãn là k 9= . 

3. Kĩ thuật 3: Kẹp giữa hai số chính phương liên tiếp. 
Để chứng minh một số nguyên a không phải là số chính phương, ta có thể tìm 

cách "kẹp" a giữa hai số chính phương liên tiếp: ( )22n a n 1< < +  rồi suy ra a 
không chính phương. 

Ví dụ 4. Tìm số nguyên dương n sao cho ( )n n 1+  là số chính phương. 

Giải 

Ta thấy ( ) ( )22n n n 1 n 1 , n +< + < + ∀ ∈ Z , do đó ( )n n 1+  không phải là 
số chính phương. Vì vậy không có số nguyên dương n nào thoả mãn yêu cầu 
bài toán. 

4. Kĩ thuật 4: Xét các lớp đồng dư. 
Cơ sở của phương pháp này là nhận xét sau đây: Với mỗi số tự nhiên n 1> , 

kí hiệu rD  là tập hợp các số nguyên có dư r khi chia cho n. 

Trong n số 0 1 2 3 n 1m , m , m , m , ..., m ,−  trong đó i im D ,∈  ( )i 0;1; 2; ...; n 1= −  
luôn tìm được một số chia hết cho n.  

Ví dụ 5. Tìm số nguyên dương n sao cho n 10; n 10; n 60− + +  đều là số 
nguyên tố. 

Giải 

Ta thấy ( ) ( )n 10 n 10 0; n 10 n 10 20;− = − + + = − +  

n 60+  ( )n 10 70= − +  và ba số 0; 20; 70 khi chia cho 3 nhận được ba số dư 
khác nhau, do đó khi chia ba số n 10; n 10; n 60− + +  cho 3 ta cũng nhận được 
ba số dư khác nhau. Vì vậy trong ba số này phải có số chia hết cho 3. Nhưng theo 
giả thiết, cả ba số đều là số nguyên tố, suy ra n 10 3 n 13− = ⇒ = .  

Thử lại ta thấy với n 13=  thì n 10; n 10; n 60− + +  là 3; 23; 73. Vậy n 13= . 

C. Bµi tËp 

2.1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên tốp 3> , số 2a p 1= −  luôn chia hết 
cho 24. 
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2.2. Tìm các số nguyên tố p  sao cho số 2p 2018+  cũng là số nguyên tố.  

2.3. Chứng minh rằng 
20132a 2 5= +  là hợp số.  

2.4. Chứng minh rằng nếu p  và 2p 2+  đều là số nguyên tố thì 6p 4+  cũng là số 
nguyên tố. 

2.5. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho cả ba số n, n 10, n 14+ +  đều là số 
nguyên tố. 

2.6. Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho p 2; p 6; p 8; p 14+ + + +  đều là số 
nguyên tố. 

2.7. Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho n 1; n 3; n 7; n 9; n 13; n 15+ + + + + +  
đều là số nguyên tố. 

2.8. Số nào trong các số sau đây là số chính phương ? 
a 12345678910111213; b 1234567891011121314151617;= =  
c 1234567891011121314151617181920212223= . 

2.9. Số 19 199 1994a 1 19 93 1993= + + +  có phải là số chính phương hay không ? 

2.10. Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho na 3 4= +  là số chính phương. 

2.11. Tìm các số nguyên n sao cho 4 3 2a n 2n 2n n 7= + + + +  là số chính phương.  
(THPT chuyên − ĐHKHTN − ĐHQGHN, năm 1992) 

2.12. Tìm các số nguyên n sao cho 2a n 2002= +  là số chính phương.  
(THPT chuyên − ĐHKHTN − ĐHQGHN, năm 2002)  

2.13. Tìm các số tự nhiên lẻ n sao cho 2012a n 1= +  là số chính phương. 
2.14. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, số a n ! 2014= +  đều không phải 

là số chính phương. 
2.15. Tìm tất cả các số chính phương có tổng các chữ số bằng 2013. 
2.16. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 1 2 na p .p ...p 1= −  là số chính 

phương, trong đó 1 2p , p , …, np  là n số nguyên tố đầu tiên. 

2.17. Tìm các số tự nhiên n sao cho n23 1971+  là số chính phương. 

2.18. Tìm tất cả các số nguyên tố p dạng np n 1,= +  (n ∈ N*) biết rằng p có 
không nhiều hơn 19 chữ số.  

(THPT Chuyên − ĐHSPHN, năm 2000) 
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Chuyên đề 3 

PH−¬NG TR×NH NGHIÖM NGUYªN 

A. KiÕn thøc c¬ b¶n 

Các đề thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên thường có bài toán chia hết. Loại bài 
tập này đòi hỏi học sinh thành thạo các kĩ năng biến đổi đồng nhất (rút gọn biểu 
thức, phân tích thành nhân tử), ngoài ra học sinh cũng cần nắm vững một số khái 
niệm cơ bản: số nguyên, số nguyên tố, hai số nguyên tố cùng nhau, sự chia hết của 
hai số nguyên.  

Các phương trình nghiệm nguyên rất đa dạng, có nhiều phương pháp giải 
khác nhau. Không thể kể ra tất cả các dạng phương trình nghiệm nguyên hay liệt 
kê ra tất cả các phương pháp giải chúng. Tuy vậy, chúng tôi sẽ rất cố gắng tổng 
kết một số kinh nghiệm giải những phương trình nghiệm nguyên đơn giản. 

1. Phương trình nghiệm nguyên 
Đó là các phương trình một ẩn hay nhiều ẩn với hệ số nguyên và yêu cầu tìm 

các nghiệm lấy giá trị trong tập số nguyên. Một ví dụ nổi tiếng về phương trình 
nghiệm nguyên là Định lí lớn Phéc-ma (Fermat) sau đây:  

Không tồn tại các nghiệm nguyên khác không x, y và z của phương trình 
+ =n n nx y z  trong đó n là một số nguyên lớn hơn 2. 

   Bài toán có phát biểu cực kì đơn giản này đã làm "nát óc" nhiều thế hệ các 
nhà toán học trong suốt bốn thế kỉ và chỉ mới được giải quyết bởi Andrew Wiles 
năm 1993. 

2. Một số phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên 
Để giải các phương trình nghiệm nguyên, học sinh phải nắm rất vững các kiến 

thức số học, đại số. Sau đây là một số gợi ý về phương pháp cho các em trong 
việc giải các phương trình nghiệm nguyên. Nội dung cụ thể và các kĩ năng vận 
dụng các phương pháp này sẽ được trình bày chi tiết trong phần 2 (Một số kĩ thuật 
đặc trưng và ví dụ minh hoạ). 

− Phương pháp đánh giá miền giá trị của các biến. 

− Phương pháp đưa về phương trình tích. 

− Phương pháp kẹp. 
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− Phương pháp sử dụng tính chất chia hết. 

− Phương pháp xuống thang. 

− Phương pháp cực hạn.  

B. Mét sè kÜ thuËt §Æc tr−ng vµ vÝ dô minh ho¹ 

1. Kĩ thuật 1: Đánh giá miền giá trị.  
Sử dụng các bất đẳng thức, tính chất các số nguyên, tính chia hết để đánh giá 

miền giá trị của các biến. 
(Phương pháp đánh giá miền giá trị của các biến) 

  Ví dụ 1. Tìm tất cả các cặp số nguyên ( )x;y  thoả mãn 2 2x 4xy 29y 400− + = . 

Giải 
Xem phương trình đã cho là phương trình ẩn x tham số y, ta có 

( )2' 25 16 yΔ = −  nên 2x 2y 5 16 y= ± − . Phương trình có nghiệm nguyên khi 

và chỉ khi     

{ }
{ }

{ } { }
2

2
2

y 0;1;4;9;16
y 0;16 y 0; 4

16 y 0;1;4;9;16

⎧ ∈⎪ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ±⎨
− ∈⎪⎩

. 

Sử dụng 2x 2y 5 16 y= ± − , suy ra các nghiệm nguyên của phương trình đã 

cho là  ( ) ( ) ( )x 20;y 0 , x 8; y 4 , x 8; y 4= ± = = = = − = − .    

2. Kĩ thuật 2: Phân tích thành nhân tử. 
Bằng cách phân tích thành nhân tử, đưa phương trình đã cho về dạng f.g a=  

trong đó a là một số nguyên ; f, g là hai đa thức chứa biến với hệ số nguyên.  

 (Phương pháp đưa về phương trình tích) 
Ví dụ 2. Tìm nghiệm nguyên của phương trình x xy y 9+ + = .    

(THPT chuyên − ĐHKHTN − ĐHQGHN, năm 2002) 
Giải 

Viết lại phương trình về dạng ( ) ( )x 1 y 1 10+ + = .  

Từ đó ( )x 1+  là ước số nguyên của 10, do đó ( ) { }x 1 1; 2; 5; 10+ ∈ ± ± ± ± .  
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Ta có bảng sau 

x 1+  1 –1 2 –2 5 –5 10 –10 
y 1+  10 –10 5 –5 2 –2 1 –1 

x  0 –2 1 –3 4 –6 9 –11 
y  9 –11 4 –6 1 –3 0 –2 

(đáp số cho trong hai dòng cuối của bảng). 

Ví dụ 3. Chứng minh rằng với mọi n nguyên, số 3A n n= −  luôn chia hết cho 6. 
Giải 

Phân tích thành nhân tử ta được ( ) ( )A n 1 n n 1= − +  là tích ba số nguyên liên 
tiếp, do đó A 6 . 

3. Kĩ thuật 3: Kẹp giữa hai luỹ thừa nguyên cùng bậc liên tiếp. 

Sử dụng tính chất: Giữa na  và ( )na 1+  là hai luỹ thừa cùng bậc n của hai số 
nguyên liên tiếp a,a 1+  thì không có luỹ thừa bậc n của bất cứ số nguyên nào.  

(Phương pháp kẹp) 

Ví dụ 4. Giải phương trình nghiệm nguyên 2 3 31 x x x y+ + + = . 
Giải 

Vì trong khoảng ( )1;0−  không có số nguyên nào nên 

 ( )2x x x x 1+ = + { } 20, x \ 1;0 x x 0, x> ∀ ∈ − ⇒ + ≥ ∀ ∈Z Z , do đó   

( )33 2 3x 1 x x x x 1< + + + ≤ + .  

Vì vậy nếu ( )x;y  là một nghiệm nguyên của phương trình đã cho thì  

( )
{ }

( ) ( ) ( ){ }
33y x 1

x;y x 1;y 0 , x 0;y 1
x 1;0

⎧ = +⎪ ⇔ ∈ = − = = =⎨
∈ −⎪⎩

. 

Đáp số: ( ) ( )x 1;y 0 , x 0;y 1= − = = = . 

4. Kĩ thuật 4: Chia hết và chia có dư. 
Sử dụng các dấu hiệu chia hết ; chữ số tận cùng của các số chính phương ; đặc 

điểm về số dư của các số chính phương, các luỹ thừa bậc ba đúng của số nguyên 
khi chia cho 3; 4; 8; 9; … 

(Phương pháp sử dụng tính chia hết và chia có dư) 
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Ví dụ 5. Giải phương trình nghiệm nguyên 2 220x 13y 2014+ = . 
Giải 

Từ phương trình đã cho suy ra khi chia 213y  cho 4 phải có dư là 2. Điều này 
không bao giờ xảy ra vì khi chia 13 cho 4 ta được dư là 1, còn số chính phương 

2y  khi chia cho 4 chỉ có thể có dư là 0 hoặc 1. Vậy phương trình đã cho không có 
nghiệm nguyên. 

5. Kĩ thuật 5: Xuống thang. 
Sử dụng khẳng định hiển nhiên sau đây: Số tự nhiên x chia hết cho mọi luỹ 

thừa với số mũ nguyên dương của số a ( )a 2≥  khi và chỉ khi x 0= .  
(Phương pháp xuống thang)  

Ví dụ 6. Tìm các nghiệm nguyên của phương trình 3 3 3x 2y 4z= + . 
Giải 

Từ phương trình đã cho suy ra x 2 , nên  ( )1 1x 2x , x= ∈ Z .  

Thế trở lại phương trình ta có 3 3 3 3 3 3
1 18x 2y 4z 4x y 2z= + ⇔ = + .  

Tương tự ta lại suy ra ( )1 1y 2y , y= ∈ Z . 

Từ đây lại suy ra ( )1 1z 2z , z= ∈ Z  và thay trở lại phương trình đã cho ta suy 

ra 3 3 3
1 1 1x 2y 4z= + , nghĩa là nếu ( )x;y;z  là một nghiệm nguyên của phương trình 

thì x y z
; ;

2 2 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 cũng là nghiệm nguyên của phương trình, do đó 
2 2 2

x y z
; ;

2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,…, 

n n n

x y z
; ;

2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,… đều là nghiệm nguyên của phương trình. 

Đặc biệt, cả ba số nguyên x, y, z  đều chia hết cho mọi luỹ thừa nguyên dương 
của số 2, do đó x y z 0= = = . Thử lại, ta thấy x y z 0= = =  thoả mãn phương 
trình. Đáp số: ( )x 0;y 0;z 0= = = . 

6. Kĩ thuật 6: Cực hạn. 
Nguyên lí cực hạn có nội dung cực kì hiển nhiên: Nếu ( )X , X⊆ ≠ ∅N  thì 

X  có phần tử nhỏ nhất (cần phân biệt với nguyên lí khởi đầu cực hạn).   
(Phương pháp cực hạn) 

Ví dụ 7. Giải lại Ví dụ 6 bằng cách sử dụng nguyên lí cực hạn. 
Giải 

Ta thấy ngay ( )x 0;y 0;z 0= = =  là một nghiệm nguyên "tầm thường" của 
phương trình đã cho. Nếu tập hợp S các nghiệm nguyên không tầm thường của 
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phương trình khác rỗng thì theo nguyên lí cực hạn, tồn tại ( )0 0 0x ;y ; z S∈  sao cho 

tổng 0 0 0x y z+ +  nhỏ nhất. 
Theo lập luận trong Ví dụ 6 thì  

0 0 0x y z
; ; S

2 2 2
⎛ ⎞ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 mà  0 0 0
0 0 0

x y z
x y z

2 2 2
+ + < + + , 

điều này trái với giả thiết 0 0 0x y z+ +  nhỏ nhất. Mâu thuẫn này chứng tỏ 

phương trình đã cho chỉ có nghiệm tầm thường  ( )x 0;y 0;z 0= = = . 

C. Bµi tËp 

Tìm nghiệm nguyên của các phương trình sau 

3.1.  2 2x 6xy 13y 100− + = .  3.2.  yz zx xy
3

x y z
+ + = . 

3.3.  2 3 4 21 x x x x y+ + + + = . 3.4.  ( ) ( ) ( )2y x x 1 x 7 x 8= + + + . 

3.5.  2 219x 28y 729+ = .  3.6.  6 2 32x y 2x y 320+ − = . 
3.7.  ( )5 x y 20 2xy+ + = .  3.8.  ( )5 x y 25 4xy+ + = . 

3.9.  ( )5 x y 30 6xy+ + = .   

3.10. ( ) ( )5 x y z 15 2xyz, x, y, z ++ + + = ∈ Z . 

3.11.  ( )3 yx 3367 2 , x, y ++ = ∈ Z . 

3.12.  ( ) 2y x 1 x 2− = + .       (ĐHKHTN-ĐHQGHN, năm 2000) 

3.13.  2xy 2xy 243y x 0+ − + = .     (Thi HSG Toán lớp 9 toàn quốc, năm 1976) 

3.14.  ( )2 212x 6xy 3y 28 y x+ + = + .  (ĐHKHTN-ĐHQGHN, năm 1994) 

3.15.  22x 2xy 5x y 19− = − − . 3.16.  ( )x2 3 65y, x, y += + ∈ Z . 

3.17.  2 229x 28y 2014− = .  3.18.  2 2x 2y 3xy 3x 5y 15+ + + + = . 

3.19.  2 2 2 2x y x 8y 2xy− − = . 3.20.  ( )x y2002 2001 1, x, y +− = ∈ Z . 

3.21.  ( )x y5 2 1, x, y +− = ∈ Z . 3.22.  ( )x y2 3 1, x, y +− = ∈ Z . 

3.23.  ( )x y2 3 7, x, y +− = ∈ Z . 


