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NGUYEN TAC CUC HAN

g" rong quétrinh giéi todn, ngod viéc ném ving
kién thirc co ban chidng ta con phai biét van
dung mét sd phuong phép giai todn dic biét. Vi du
nhu phuong phdp phan ching, phuong phap quy
nap toan hoc, nguyén tic Dirichlet, _nguyén tac cuc
han.,... O bai viét ndy ching tdi mubn trao doi thém
V6i C&C ban vé nguyén tic cuc han. T6i nGi “thém”
lavi van dé ndy ciing d& co mot b téc gia dé cap
dén trong c&c sd Tap chi trude ddy. C6 nguoi gol
dé la nguyen tac “Khdi dau cuc tri”, nguyén tdic
cuc han, con theo téi thi cd |& goi Iaquy tac “bién”

lahop i ! Vi quy tic ndy khuyén chiing takhi giai
mot s6 cac bal toan thi hay nhin cé&c yéu té rong ra
bén ngodi (bién), vi du doi véi mot doan thing ta
nén quan tam dén hai dau mat caand, dbi vai mot
tap hop sd ta nén quan tam dén céc gia tri 16n nhit
hay nho nhét, ..

Sau déay ta s3 xem quy tic ndy duoc & dung nhu
thé no théng qua c&c thi dy cy thé.

Thi du 1. Trén duwong thang cho mét tap diém
M sao cho méi diém cua M 14 trung diém cia
mgt dogn thang noi hai diém khac thusc M.
Chuzng minh rang M 1a mét tap hep vo han.

Loi gidgi. Gia sr duong thang d& cho dat nam
ngang vagia s M latap hop htru han.

Khi d6 trong sb c&c diém caa M phai c6 mot diém
nam tan cling bén tréi (bién tré), goi diém do 1aA.
R6 rang A khong thé latrung diém cua doan thing
ndi hai diém khéc cia M, suy ra Ag M. Biéu ndy
tréi voi gia sir. Vay M latap hop vo han.

Thi du 2. Trén mat y

phang cho mét tdp diém

M sao cho mdi diém

cia M la trung diém

cua mot doan thang nai c D
hai diém khac thugc M. B

Chitng minh rang M 1a Hinh 1

mot tap hop vo han.

Léi gidi. (h.1) Gia it M Iatap hop hiu han. Vi M 1a
tap hitu han nén s céc doan thing ndi hai diém bét
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ki thuoc M ciing hitu han, do d6 phéi ton tai mot
doan thang ¢6 do dai I6n nhat, gia Sir déladoan AB.
Theo dé ba thi B phai latrung diém caa doan thang
CD né d6 (C,DeM). Dé ching minh dugc:
Néu AB L CD thi AC = AD > AB: néu AB khong
vubng géc véi CD thi ABC t0 hoic ABD tu, khi
d6 hoac AC > AB, hoic AD > AB, diéu ndy tré voi
viéc chondoan AB. Vay M latap hop vé han.

Thi du 3. Trén mgt phang cho n duwong thang
(n>3), trong do6 khong co hai diwong ndo song
song, khdng co6 ba dwong nao dong quy, cac
duong thang nay chia mgt phang thanh nhiing
phan Chirng minh rang néu ldy bat Ki duong
thang nao trong so d6 thi bao gio ciing c6 phan
mit phang ké Véi durong thang d6 o6 hinh tam giéc.
Loi gidi. Goi c&c duong thang d cho lady, dy, ...,
d, . Xé duong thang dy, tir tit ca céc giao diém cua
céc dudng thang con lai, ta chon ramét giao diém
6 khoang céch dén dy nho nhat. Gia sir d6 1a giso
diém caahai duong thang d, va ds. D& dang ching
minh dugc hinh tao boi ba duong thang d,, d, s la
tam giéc thoaman dé bai.

Thi du 4. Trén mgt phang cho n duwong thang
(n > 3), hai duwong thang bdt ki trong n duong
thang do déu cit nhau va qua mai giao diém do
con co thém it nhat mgt dwong thang khac di
qua. Chizng minh rang tat ca n duwong thang dé
dong quy.

Loi gidgi. (h.2)

K
D
noA
/ \B C
k
Hinh 2

Gi sir n duong thing d6 khong dong quy, nghiala
chiing cat nhau tai it nhat 2 diém, gia st K la mot
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trong céc diém d6. Trong c&c duong thang khdng
di quaK, gia s h ladudng thing co khoang céch
dén K lanho nhat. Gia sir qua K cd baduong thang
cit duong thang h tai A, B, C (theo thir tw d6). Theo
dé bai thi qua B con c6 mat duong thing nira, gia
sSir d6 1a duong thang k, duong thang ndy cit KC
(hodc KA) tai D. RG rang D phai ladiém trong cua
KC (hoic KA) va khi d6 dé thiy D gan duong
thang h hon K — diéu ndy tré véi viéc chon diém K
vaduong thang h, tir d6 ta.co didu phai chimg minh.
Thi du 5. Chuizng minh rang trong mét ngi giac
l6i bat Ki ludn tim duwoc ba dwong chéo co do
dai la ba canh cia mgt tam giac.
Loi gidgi. (h.3)

B

E

Hinh 3
Gia sir AD 1a duong chéo 1on nhit cia ngii gi&e 10
ABCDE, ta sz chirng minh ba duong chéo AD, AC,
BD tao thanh mot tam giéc. Nghia la ta chi can
chirng minh bét déing thire AD < AC + BD laxong.
Piéu ndy hodn todn hién nhién dya vao bat dang
thirc tam giac.
Thi du 6. Trén mat phang cho n diém (n > 3),
biét rang dién tich cia tam giac bat Ki véi ba
dinh trong n diém do6 khéng lén hon 1. Ching
minh rang tat ca n diém do co thé chira trong
mgt tam gi&c c6 dién tich bang 4.
Loi gidgi. (h4) Xé& tit ca

c&ctam gidc oo dinh tai n X /]\V
diéem da cho, rd rang 6

tam giéc d6 la hiru han, do A
d_éA téq tai mot tap gléc co I M
dién tich 16n nhat, gia s Hinh 4

do la tam giac KLM. Qua

K v& duong thang d // LM. Néu N 1a diém nam
khéc phia L so véi d thi Sum > Saw, do do tat ca
céc diém d& cho phai nam cling mot phia dbi véi
duong thing d. Tuong tr qua L vaM vé c&c dudng
thang | // KM, m// KL thi tat ca n diém da cho phai
nam trong (hoic trén canh) cua tam gi&c tao boi ba
dwong thang d, |, m. R rang tam gi&c ndy ¢o dién
tich bang bdn lan dién tich tam gidc KLM. Tir d6 ta
06 diéu phai chiing minh.
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Thi du 7. Gid sz O 1a mgt diém nam trong mgt
da giac l6i ndo db, tir O ha cac dwong vudng
goc xuong cac cgnh cua da gidc. Ching minh
rang it nhat co chan cua mgt trong cac dwong
vubng goc do nam trén mét canh cua da giac
(chir khéng phai nam trén phan kéo dai cia no).
Loi gigi. (h.5) Trong céc
khoang cé&ch tr O dén c&c »p
canh cua da gidc, gia sr
khoang c&ch tir O dén canh £
AB lanho nhét (@6 laduwong £ 2 7
vudng géc OE). Ta st ching Hinh 5
minh diém E phai thuoc canh AB. Gia sir E nam
ngod canh AB, khi d6 OE phai cit mot trong c&c
canh cua da gi&c tai G. Dé thdy OF < OG < OE,
nghiialadiém O gan canh BC hon lacanh AB. Piéu
ndy tré véi viéc chon canh AB, tir d6 ta co diéu
phai ching minh.
Thi du 8. Trén mat phang cho n diém (n > 3),
trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang.
Chizng minh rang ton tai mét dwong tron di qua
3 diémtrong so cac diém da cho ma khong chira
trong nd diémndo trong so cac diémcon lai.
Loi gidgi. Vi sb khoang céch giita hal diém trong n
diém da cho 1a hitu han nén ta chon ha diém co
khoang céch nho nhit, gia sir hai diém d6 1a A, B.
Tir n—2 diém con lai tandi dén A vaB. Trong s
céc goc tao thanh nhin doan AB, ta chon diém ma
tir 46 nhin doan AB dudi gdc 16n nhat, gia sir d6 1a
didm C (dé y ring ACB < 60°). Puong tron di qua
badiém A, B, C ladudng tron phai tim. That vay:
+ Néu c6 mot diém D nam trong duong tron va
ciing phiavéi Cthi ADB > ACB (VO Ii).
« Néu D nam trong duong tron va khéc phiavéi C
thi ADB la géc t0, do d6 AB > AD va AB > BD
(vo 7). Vay taco didu phai chirg minh.
Thi du 9. Cho bay s6 nguyén dizong khac nhau
ay, &, ..., & €0 tong bang 100. Ching minh
rang trong d6 co ba so ¢6 tong khéng nhé hon 50.
Loi gidi. Khdng mat tinh tong quét gia sir &y < a <
.. < ay. Tacin xé tong ba s I6n nhit va s3 chiing
minh ag + ag + a; > 50. That vay:
. Néua5 >16thi a;>17,a,>18,dod6 as + as +
> 16+ 17+18=51.

Neua5 < 15thiay+tag+ar+a; < 14+13+12
+ 11 =50, khi ddtaciing c6 ag + ag + ay = 50.
Nhur vay taco diéu phai chizng minh.
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Thi du 10. Trén mgt dwong trén cho n s tw
nhién, biét rang méi sé6 bang trung binh céng
cua hai so ké véi né. Chirng minh rang tat ca
CaC S6 trén duwong tron déu bang nhau.

Loi gidi. Tat nhién trong n s tu nhién d6 phai co
sd nho nhét, goi s d6 lam Gia sir hai sd ké véi m
laavab, theo dé bdi tacd a+b=2m (1). Vi
a>m,b>m, nén néu mot trong hai bat dang
thirc d6 thuc s 16n hon thi 5 ¢6 a+ b > 2m, diéu
nay tra vaéi (1). Vay phaicba=b=m

Li luan tuong tu ta dugc tat ca céc sb trén duong
tron déu bang m

Thi du 11. Trén cac 6 cua ban co hinh vuéng n
x N dat nhiing céi thap véi diéu kién: Néu co
mgt & nao d6 tréng thi tong so thap dat trén
dwong nam ngang va duwong thang dirng qua 6
d6 khéng nhé hon n. Ching minh rang trén ban

2
¢ d6 c6 khong it hon ”7 thap.
Loi gidgi. Xé& mot trong n duong nam ngang van
duong thing dirg ma trong dé ¢4 it thap nhat. Gia
sSir d6 ladudng nam ngang vatrén do oo k thép.
- Néu K zg thi s thép trén ban o khong it hon

n n?

n.§=7.

« Néu k< g , do trén duwong ndm ngang dang xét
co n—k 0 tréng va mdi cot di qua céc 6 trong ndy
c6 khéng it hon n — k thdp (theo d¢ ba) nén tat ca
céc oot nhu vy S5 06 khang it hon (n—k)® thép.
Con ]ai k cot, mdi cot co khong it hon k thép. Do
d6 tht ca sb thép co trén ban oy khong it hon
(n—k)*+k?. Ta chi con phai chang minh ring

2
(n—k)2+kzz%. RG rang BT ndy ludn ding vi

2
né tuong duong vai bét ding thirc 2(2 - kj >0.

—Néu nlasd chin thi ta co the dat cac thdp hoan
toan trong cac 6 den hoic cac 6 trang.

2
n“+1, .

h

P
bang cach: Mét thép dat & mot trong cac goc, cac
thdp con lai dat & trong cac 6 ciing mawl.

—Néunlasd Ié thi tass dat duoc

Thi du 12. Chizng minh rang khong ton tai cac
So nguyén duwong X, v, z, U théa man phuong
trinh X+ y* = 3(Z + U (D).

Loi gidi. Gia s ton tai bon sb x, y, z u thoa
man (1). Taxét bd bbn sb nhu vay sao cho

X% + y? ¢ giatri nho nhét. Gia sir bon sb do la
a, b, ¢, d. Tir ding thirc a® + b? = 3(c? + d®) suy
raa’+b’: 3 = a3 vab:3.

Pata=3m b=3n(m n eZ"), thay vao ding
thuc trén taduoc 9t + 9n® = 3(c? + o) hay & + o
=3(nf + n®), nghialatalai tim dugc bo bén sb ¢, d,
m, n thoamén (1) dong thoi @ + o < & + b?. Piéu
ndy tré véi viéc chon cac sb a, b, ¢, d. Tir do tach
diéu phai chirng minh.

© C&c ban than mén! Trén day 1a mot s thi du minh
hoa cho phuong phép van dung nguyén tic cuc han véo
viéc gidi mot S0 bai toan manéu khong c6 phuong phdp
ndy chic chin ching ta 8 gap kho khan. Cudi cling
mong c&c ban p dung phuong phdp ndy dé luyén tap
giai c&c bai todn sau, chic cac ban thanh cdng:

1. Cho M latap hop c&c s thuc khéc nhau, biét rang mdi
sd cia M la trung binh cong cia hai 6 néo dé ciing
thuoc M. Ching minh rang M 1atap hop vo han.

2. Trén mat phang vo han cd ké 6 vudng nguoi ta viét
céc ) tu nhién sao cho mdi b la trung binh cong cua
bon sb 1an can (sd trén, sb dudi, b tréi, sd phai). Ching
minh rang tit ca c&c s trén mét phang déu bang nhau.

3. Co 2n + 1 qua cn, khdi luong méi qua 1a mt s
nguyén. Biét ring tir 2n qua ty y bao gio ciing cd thé
chiaduoc thanh hai nhdm c6 khdi luong bang nhau, moi
nhom c6 n qua. Ching minh rang tat ca céc qua can do
06 khdi lugng bang nhau.

4. Chang minh rang phuong trinh X2 + y* + Z = 2xyz
khdng co nghiém nguyén duong.

5. Ching minh rang trong mot luc gi&c 16i lubn ton tai
mot dinh ma ba duong chéo xuat phé tir dinh d6 1a do
dai bacanh cobamét tam giéc.

6. Trén mat phing cho n diém (n > 3), biét rang moi
duong thang di qua hai diém trong s d6 con di qua it
nhat mot diém trong s n — 2 diém con lai. Chiing minh
rang tat ca c&c diém da cho cling nam trén mot duong
thang.

7. Trén mat phing cho 2n diém, khong ¢ ba diém nZo
thang hang, trong d6 c6 n diém xanh va n diém do.
Chang minh rang co thé ndi mdi diém xanh véi mot
diém do bang mot doan thing sao cho trong n doan
thiang nhan duoc khdng c6 hai doan ndo giao nhau.

8. Chirng minh rang néu mot dagi&c co nhiéu truc di
xing thi c&c truc ddi xang do phai dong quy.
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