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BẰNG PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG TÍNH CHẤT CHIA HẾT
GIẢI PHƯƠNG TRÌNH NGHIỆM NGUYÊN

NGUYỄN THỊ NHUNG
(GV Toán THCS Lê Văn Thiêm, TP. Hà Tĩnh)  

goài những phương trình có quy tắc giải 
như phương trình bậc nhất, phương trình 

bậc hai, … thì phương trình nghiệm nguyên 
thường không có quy tắc giải tổng quát. Mỗi 
bài toán, với điều kiện riêng của nó đòi hỏi phải 
tìm ra cách giải riêng phù hợp. Có rất nhiều 
phương pháp  giải phương trình nghiệm 
nguyên, trong bài viết này tôi giới thiệu một số 
ví dụ minh họa cho một phương pháp giải 
thường dùng đó là phương pháp  sử dụng tính 
chất chia hết trên tập hợp số nguyên. 
1. SỬ DỤNG TÍNH CHẴN, LẺ 

Thí dụ 1. Tìm nghiệm nguyên của phương 
trình:  x2 – 2y2 = 5                                            (1) 

Lời giải. Vì x, y nguyên nên từ phương trình (1) 
suy ra x là số lẻ. Thay x = 2k + 1 (k ∈ ) vào (1) 
ta được 4k2 + 4k + 1 – 2y2 = 5  
      ⇔  2(k2 + k – 1) = y2 ⇒ y là số chẵn. 
Đặt y = 2t (t ∈ )  ta có 2(k2 + k – 1) = 4t2  
⇔ k2 + k – 1 = 2t2 ⇔  k(k + 1) = 2t2 + 1 (*) 
Vì k(k + 1) là số chẵn mà 2t2 + 1 là số lẻ nên 
phương trình (*) vô nghiệm.  
Vậy PT (1) vô nghiệm. 

Thí dụ 2. Tìm nghiệm nguyên của phương trình  
(2x + 5y + 1)( 2 x  + x2 + x + y) = 105     (2)  

(Trích đề thi HSG lớp 9 TP. Hà Tĩnh, năm học 
2006 - 2007) 
Nhận xét. Ở bài này ta thấy vế trái là tích của hai số 
nguyên mà vế phải là số lẻ nên nó phải là tích của 
hai số nguyên lẻ nên ta có thể sử dụng tính chẵn lẻ 
để giải như sau: 

Lời giải. Vì 105 là số lẻ nên 2x + 5y + 1,  
22 x x x y+ + +  là  các số lẻ. Suy ra y là số chẵn, 

mà x2 + x = x(x + 1) là số chẵn nên 2 x  là số lẻ 
⇔ x = 0. Thay x = 0 vào (2) ta được (5y + 1)(y + 
1) = 105 ⇔ + − =y y25 6 104 0  ⇔ =y 4  (vì y là 

số chẵn). Do đó y = 4. Vậy PT có nghiệm 
nguyên (x; y) là (0; 4). 
Thí dụ 3. Giải phương trình nghiệm nguyên  

|19x + 5y| + 1975 = |19y + 5x| + 2016x    (3) 

Lời giải. Biến đổi phương trình (3) ta được: 
1975 – 2016x  =  (|19y + 5x| + 19y + 5x) – (|19x 
+ 5y| + 19x + 5y) +14(x – y).  
Vì  |a| + a là số chẵn với mọi giá trị nguyên của 
a nên vế phải là số chẵn do đó 1975 – 2016x 
phải là số chẵn ⇒ 2016x là số lẻ ⇒  x = 0. 
Thay x = 0 vào phương trình (3) ta được  
     |5y| + 1975 = |19y| + 1 ⇔ 14|y| = 1974  
⇔ y = 141 hoặc y = –141. 
Vậy PT có hai nghiệm nguyên (x; y) là (0; 141) 
và (0; –141). 

Thí dụ 4. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
x + x2 + x3 = 4y2 + 4                 (4)              

Lời giải. Ta có: (4)⇔ 1+ x + x2 + x3  = 4y2 + 4y + 1 
⇔ (x + 1)( x2 + 1) =  (2y +1)2                        (*) 
Dễ  thấy (2y + 1)2 lẻ ⇒  x + 1 và x2  + 1 là hai 
số lẻ. Giả sử ( x + 1, x2 + 1) = d ⇒  d lẻ.  
Mặt khác   x + 1 d ⇒  1 – x2  d,  kết hợp với  
x2 + 1 d  ta có 1 – x2  + 1 + x2   d ⇒  2  d  
⇒  d = 1   (vì d lẻ).  
Vì  (x + 1)(x2  + 1) là số chính phương (theo (*)), 
và (x + 1, x2 + 1) = 1 nên x + 1 và x2  + 1 đều là 
số chính phương.  Dễ thấy x2  và x2  + 1 là 2 số tự 
nhiên liên tiếp mà đều là số chính phương nên  
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x = 0. Khi  đó theo (4) thì y = 0 hoặc y = –1.  
Nghiệm của  PT là: (0; 0); (0; –1). 
Nhận xét.  Ta đã sử dụng tính chẵn lẻ, tính chất chia 
hết và tính chất của số chính phương để giải bài toán 
đã cho.     

Thí dụ 5. Chứng tỏ phương trình:   

x4 + y4  + z4  + t4  + k 4  = 2015 
không có nghiệm nguyên. 

Lời giải. Nếu x là số chẵn thì x4 16.  
Nếu x là số lẻ thì x2 : 8 dư 1 nên  
                   x4 = (8k  + 1)2 : 16 dư 1.  
Như vậy mỗi số x4, y4, z4, t4 chia cho 16 dư 1 
hoặc 0 nên x4 + y4 + z4 + t4 + k4 chia cho 16 có số 
dư không lớn  hơn 5 còn vế phải 2015 chia cho 
16 dư 15. Vậy PT không có nghiệm nguyên. 

2. SỬ DỤNG TÍNH CHẤT CHIA HẾT 

Thí dụ 6. Chứng minh rằng không tồn tại  các 
số nguyên x; y; z thỏa mãn  

x3 + y3 + z3 = x + y + z + 2017          (6) 

Lời giải. (6) ⇔  (x3 – x) + (y3 – y) + (z3 – z)  
= 2017. Vì x3 – x = (x – 1)x(x + 1) là tích của 3 
số nguyên liên tiếp nên chia hết cho 6, tương tự 
y3 – y; z3 – z cũng chia hết cho 6 nên vế trái chia 
hết cho 6 mà 2017 không chia hết cho 6 nên PT 
(6) vô nghiệm. 
Vậy không tồn tại các số nguyên x; y; z thỏa 
mãn x3 + y3 + z3 = x + y + z + 2017.  

Thí dụ 7. Tìm nghiệm nguyên của phương 
trình: x2y – 5x2 – xy – x + y – 1 = 0  (7).  
(Trích đề thi HSG lớp 9 huyện Can Lộc, Hà Tĩnh)  

Nhận xét. Đây là phương trình 2 ẩn mà bậc đối với y 
là bậc nhất nên ta dễ dàng biểu thị y theo x và ta có 
cách giải như sau:  

Lời giải. (7)
2

2
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Ta có  y ∈ ⇔  (6x – 4)  ( x2 – x + 1 )  
                    ⇔  2(3x – 2)  (x2 – x + 1)  

                    
− +⎡⇔ ⎢ − − +⎣

x x
x x x

2

2

2 ( 1)
3 2 ( 1)      

         (vì − + = − +x x x x2 1 ( 1) 1  là số lẻ). 

 TH1:  2  (x2 – x + 1)  
             ⇔ − + = ±x x2 1 1  (vì  x2 – x + 1 lẻ)  
              ⇔ = =x x0; 1  (thỏa mãn x nguyên).      

+ Với x = 0 ⇒  y = 1.   
+ Với x = 1 ⇒  y = 7. 
 TH2:  (3x –  2) (x2 – x + 1)  (*)  
⇒  x(3x – 2 ) ( x2 – x + 1) 
⇒ (3x2 – 2x ) (x2 – x + 1) 
⇒ (3x2 – 3x  + 3 + x – 3) ( x2 – x + 1)  
⇒  (x – 3) ( x2 – x + 1)  
⇒ (3x – 9)  (x2 – x + 1)      (**) 
Từ (*) và (**)  ta được  7  ( x2 – x + 1)  
⇒  x2 – x + 1 bằng một trong các giá trị  –7; 7; 
1; –1. Từ đây ta được các nghiệm: (3; 7), (0; 1), 
(1; 7). Thử lại ta thấy PT (7) có các nghiệm 
nguyên (x; y) là (3; 7), (0; 1), (1; 7). 

Thí dụ 8. Tồn tại hay không số nguyên n thỏa 
mãn n3 + 2015n = 20142016 + 1? 

Lời giải. Giả sử tồn tại số nguyên n thỏa mãn 
phương trình n3 + 2015n = 20142016 + 1, suy ra:  
      n3 – n + 2016n = 20142016 + 1 
⇔ (n – 1)n(n + 1) + 2016n = 20142016 + 1. 
Do (n – 1)n(n + 1) là tích của ba số nguyên liên 

tiếp nên chia hết cho 3 và 2016  3 nên  

n3 – n + 2016n  3 hay n3  + 2015n 3. 
Mặt khác 2014 chia 3 dư 1 nên 20142016  chia 3 
dư 1 ⇒20142016+1 chia 3 dư 2.  
Từ đó ta thấy điều mâu thuẫn. Vậy không tồn 
tại số nguyên n thỏa mãn PT  

n3 + 2015n = 20142016 + 1. 
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Thí dụ 9. Tồn tại hay không hai số nguyên 
dương a và b thỏa mãn a3 + b3 = 2013? 

Lời giải. Giả sử tồn tại hai số nguyên dương a 
và b thỏa mãn a3 + b3 = 2013.  
Ta có (a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b). 
Vì  a3 + b3 = 2013 3 ⇒  a3 + b3 + 3ab(a + b) 3  

( ) ( )3 3
3 3 9a ba b a b⇔ ⇒ + ⇒+ +  

⇒2013 = a3 + b3 = (a + b)3 – 3ab(a + b) 9 (vô lý). 
Vậy không tồn tại hai số nguyên dương a và b 
thỏa mãn a3 + b3 = 2013.  

Thí dụ 10. Giải phương trình nghiệm nguyên  
x2(x – y) = 5(y – 1)                   (10) 

Lời giải. Ta có (10) ⇔  x2(x – y) = 5(y – x) + 
5(x – 1) ⇔  (x2 + 5)(x – y) = 5(x – 1).  
Suy ra 5(x – 1) (x2 + 5)⇒ 5(x2 + 5) – 5x(x – 1) 
– 5(x – 1) (x2 + 5) hay 30 (x2+5) 
⇒ (x2+5)∈ {5; 6; 10; 15; 30} và x là số nguyên 
⇒  x∈ {0; ± 1; ± 5}. Thử lại ta được nghiệm 
nguyên của PT là (0; 1); (1; 1); (–5; –4). 

Thí dụ 11. Chứng minh phương trình  

x2 – 2y = 2015                      (11)   
không có nghiệm nguyên. 

Lời giải. (11) ⇔ x2 = 2015 + 2y. 
Ta sẽ chứng minh A = 2015 + 2y không phải là 
số chính phương với mọi số nguyên y. Thật vậy 
thay y  bằng 0; 1; 2 thì A lần lượt nhận các giá 
trị là 2016; 2017; 2019 đều không phải là số 
chính phương. 
Với y ≥  3 thì 2y  chia hết cho 8, còn 2015 chia 8 
dư 7 nên A chia 8 dư 7 mà số chính phương lẻ 
chia 8 chỉ có thể dư 1 do đó A không phải là số 
chính phương. Vậy PT (11) không có nghiệm 
nguyên. 
Thí dụ 12. Tìm các số nguyên dương a, b sao cho  

 + − = + + + − +b b b b b
a

3 3 34
4 4 4 4 4   (12) 

Lời giải. Đặt + b3 2  = x; − b3 2  = y.  

Nhận xét. Vì b > 0 nên x > 0. Ta có  

xy = 33 32 . 2 4 ;b b b+ − = −  x3 + y3 = 4. 

Do đó phương trình (12) trở thành: 

+ ++ = + ⇔ = + −x y x y
xy x y x y xy

a a

3 3 3 3
2 2 2 2   

+ + −⇔ = + −x y x y xy
x y xy

a

2 2
2 2( )( )  

mà x2 + y2 – xy = 3
4

 x2 + 
2

0
2
x

y⎛ ⎞− >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 suy ra  

x + y = a ⇒ + b3 2  + − b3 2  = a            (*) 

⇒ 4 + − =b a a3 33 4 .                            (**)  

⇔  4 – b = −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
a

33 4
.
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Vì b là số nguyên nên a3 – 4 3a ⇒ a3 – 4 a 

⇒4 a ⇒  a ∈{1;2;4}. 
- Với a = 1⇒b = 5. 
- Với a = 2 hoặc a = 4 thì b không phải là số 
nguyên dương. 
Thử lại: Với a = 1; b = 5 ta có (**) đúng tức là  
x3 + y3 + 3xya = a3  ⇔  a3 – x3 – y3 – 3xya  = 0  
⇔ (a – x – y)[(a + x)2 + (a + y)2 + (x – y)2] = 0. 
Do x > 0; a > 0 nên x + a > 0 ⇒ (a + x)2 + (a + 
y)2 + (x – y)2 > 0 ⇒a – x – y = 0 hay a = x + y, 
tức là (*) đúng. Vậy (a; b) = (1; 5) là cặp số 
nguyên dương duy nhất thỏa mãn PT (12). 

Thí dụ 13. Tìm số tự nhiên n thỏa mãn   
361(n3 + 5n + 1) = 85(n4 + 6n2 + n + 5)  (13) 

Lời giải. Ta có (13) ⇔ + +
+ + +
n n  =

n n n

3

4 2

5 1 85
6 5 361

. 

Ta sẽ chứng minh + +
+ + +
n n  

n n n

3

4 2

5 1
6 5

là phân số 

tối giản với mọi giá trị n∈ .  
Thật vậy, đặt d = (n3 + 5n + 1; n4 + 6n2 + n + 5). 
Suy ra n4 + 6n2 + n  + 5 – n(n3 + 5n  + 1) d hay 
n2 + 5 d. Từ đó (n3 + 5n + 1) – n(n2 + 5) d hay 


