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Trân trọng giới thiệu cùng bạn đọc
Cuốn sách

Nội dung của sách trình bày 
các phương pháp giải phương 
trình với nghiệm nguyên, vốn 

là một đề tài lý thú của Số học và Đại số, 
từ các học sinh nhỏ với những bài toán 
như Trăm trâu trăm cỏ đến các chuyên 
gia toán học với những bài toán như định 
lí lớn Fermat. 
Sách gồm 5 chương:
Chương I giới thiệu các phương pháp 
thường dùng để giải phương trình nghiệm 
nguyên.
Chương II giới thiệu những phương trình 
nghiệm nguyên được sắp xếp theo từng 
ngày.

Chương III giới thiệu những bài toán đưa 
về giải phương trình nghiệm nguyên, 
trong đó có những bài toán vui, bài toán 
thực tế.
Chương IV giới thiệu một số phương 
trình nghiệm nguyên mang tên các nhà 
toán học như Pell, Pythagore, Fermat, 
Diophante, …
Chương V giới thiệu những phương trình 
nghiệm nguyên chưa được giải quyết và 
những bước tiến của Toán học để giải 
những phương trình nghiệm nguyên, 
trong đó có những đóng góp của Andrew 
Wiles chứng minh định lý lớn Fermat và 
Giáo sư Ngô Bảo Châu chứng minh Bổ 
đề cơ bản trong Chương trình Langlands.
Phương trình nghiệm nguyên có số 
phương trình ít hơn số ẩn nên đòi hỏi 
người giải toán phải vận dụng kiến thức 
sáng tạo, vì thế phương trình nghiệm 
nguyên thường có mặt trong các đề thi 
học sinh giỏi từ bậc tiểu học, trung học cơ 
sở đến trung học phổ thông. Cuốn sách 
dành một phần thích đáng nêu những 
kinh nghiệm giải toán về phương trình 
nghiệm nguyên như cách phân tích bài 
toán, cách suy luận để tìm hướng giải, 
cách phân chia bài toán thành những bài 
toán nhỏ dễ giải quyết hơn, cách “đưa 

khó về dễ, đưa lạ về quen”, cách liên hệ 
tình huống đang giải quyết với những vấn 
đề mới, cách chọn hướng đi phù hợp với 
từng bài toán đặt ra …tất cả những điều 
đó đều là những kĩ năng mà mỗi người 
cần có trong học tập, trong nghiên cứu và 
trong cuộc sống.
Trong lần tái bản này, cuốn sách bổ sung 
thêm những kinh nghiệm giải toán, bổ 
sung thêm một số thí dụ, cập nhật thêm 
một số sự kiện liên quan đến tiểu sử các 
nhà toán học, bổ sung thêm một số cách 
giải.
Với những câu thơ ở đầu mỗi chương, với 
cách trình bày rõ ràng, dễ hiểu, tươi mát, 
với những thông tin cập nhật, với những 
kinh nghiệm thực tế trong bồi dưỡng học 
sinh giỏi và viết sách, tác giả cuốn sách, 
NGND Vũ Hữu Bình sẽ đem đến cho bạn 
đọc những kiến thức hệ thống và những 
kinh nghiệm giải toán giúp giải quyết một 
loại toán khó ở bậc phổ thông.
Tin rằng cuốn sách không chỉ hữu ích 
cho học sinh và thầy cô giáo, mà còn là 
tài liệu tham khảo tốt cho sinh viên và 
giảng viên các trường Đại học và Cao 
đẳng ngành Toán, cùng các phụ huynh 
có nguyện vọng giúp con em mình học 
Toán tốt hơn.
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Trong chương trình môn Toán lớp 9, kiến thức về 
đường tròn được nhắc đến nhiều trong các đề thi. 
Bài viết này, xin chia sẻ cùng bạn đọc Điều thú vị 
từ giao điểm ba đường phân giác của tam giác, 
áp dụng trong một số bài tập về đường tròn. Ta 
xét bài toán gốc: Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 

đường tròn (O); tia phân giác của góc BAC  cắt 
cạnh BC tại E, cắt đường tròn (O) tại D (D  A), 
điểm I trên đoạn AE. Chứng minh rằng I là tâm 
đường tròn nội tiếp tam giác ABC khi và chỉ khi 

.DB DC DI   
Hướng dẫn giải  
Ta có AD là tia phân giác của 

gócBAC DB DC   
  BAD CAD CBD   (góc nội 

tiếp cùng chắn  );DC  

  
2

A
BID ABI   

(góc ngoài của );ABI  

    

2

A
IBD IBC CBD IBC      

DB DI DBI   cân tại D 
   

2 2

A A
ABI IBC        

 ABI IBC BI    là phân giác của ABC I  là 
tâm đường tròn nội tiếp .ABC  
Nhận xét. Điều thú vị từ tính chất trên là “I là tâm 
đường tròn nội tiếp tam giác ABC khi và chỉ khi 
DB DC DI  ” được vận dụng  trong một số bài 

tập về đường tròn, nếu không để ý đến sẽ khó khăn 
cho việc phân tích, tìm tòi lời giải của bài toán. Sau 
đây, ta sẽ vận dụng tính chất này để giải một số bài 
tập sau: 
Bài tập 1. Gọi I, O lần lượt là tâm đường tròn nội 
tiếp và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác nhọn 
ABC. Tia AI cắt đường tròn (O) tại K ( ),K A  

gọi J là điểm đối xứng của I qua K. Chứng minh 
rằng: tam giác IJB vuông tại B. 

(Trích câu 4-Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên 
KHTN, ĐHQG TP. Hồ Chí Minh năm học 2004-
2005). 
Hướng dẫn giải 
Vì I là tâm đường tròn nội tiếp 

ABC KB KI KC    
(theo bài toán gốc). 
Xét IBJ  có 

1

2
KB KI KJ IJ,    

suy ra IBJ  vuông tại B. 
Nhận xét. Trong lời giải trên ta đã nhờ vào tính 
chất “ Vì I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC  
suy ra KB KC KI  ” (theo bài toán gốc). 
Tiếp tục ta vận dụng tính chất trên để giải bài toán 
“hay” và khó hơn sau: 
Bài tập 2. Cho BC là dây cung cố định của đường 
tròn (O; R) (BC không đi qua tâm O), A là điểm 
chuyển động trên cung lớn BC; D, E lần lượt là 
điểm chính giữa các cung nhỏ BA, CA; I là giao 
điểm của BE và CD. Chứng minh rằng:   
a) I nằm trên một đường tròn cố định. 
b) Xác định vị trí của A để AI có độ dài lớn nhất. 
Hướng dẫn giải. a) Ta có
 ABE CBE  (hai góc nội tiếp 
chắn 2 cung bằng nhau),

BE  là tia phân giác .ABC   
Tương tự CD là tia phân giác
 .ACB  Gọi giao điểm của AI 
với đường tròn (O) là K        
(K  A), vì I là tâm đường tròn nội tiếp ABC suy 

ra AK là tia phân giác củaBAC  suy ra K cố định. 
Mặt khác KB KI KC   (theo bài toán gốc) mà K 
cố định, B cố định nên độ dài đoạn KB  không đổi. 
Vậy I chuyển động trên đường tròn (K; KB) cố 
định. 
b) Ta có AI AK KI AK KB     mà KB không 
đổi nên để max maxAI AK AK   là đường 

kính A  là điểm đối xứng với K qua O.  
Nhận xét. Đến đây bước đầu ta đã thấy được “điều 

A

B

D

CE

I
O

A

B

K

J

C

I
O

A

D

B

E

C

I O
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thú vị” từ tính chất của giao điểm ba đường phân 
giác của tam giác, áp dụng trong một số bài tập về 
đường tròn. Sau đây, chúng ta sẽ tìm hiểu sự thú vị 
của tính chất trên ở một số bài tập ở mức độ khó 
hơn: 
Bài tập 3. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội 
tiếp đường tròn (O). Gọi M, N, P theo thứ tự là 

các điểm chính giữa của các cung   , , ;AB BC CA  E 

là giao điểm của MN với AB, F là giao điểm của 
NP với AC và I là tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC. Chứng minh ba điểm E, I, F thẳng 
hàng. 

Hướng dẫn giải. Vì I là 
tâm đường tròn nội tiếp 

ABC , AI cắt đường tròn 
(O) tại N ( )N A  

NB NI  (theo bài toán 
gốc). 
Chứng minh tương tự:  

MB MI  
Suy ra MN là đường trung trực của BI EB EI    
   .EIB ABP CBP IE BC      Chứng minh 

tương tự có .IF BC  Suy ra ba điểm E, I, F 
thẳng hàng. 
Bài tập 4. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội 
tiếp đường tròn (O), gọi P, Q, R lần lượt là điểm 
chính giữa các cung nhỏ BC, CA, AB; I là giao 
điểm của BQ và CR. Chứng minh rằng:  

.AP BQ CR AB BC CA      
Hướng dẫn giải. Vì I là tâm 
đường tròn nội tiếp ,ABC  tia 

AI cắt đường tròn tại P nên
PB PI PC   

2 .PI PB PC BC     
Chứng minh tương tự: 
     2QI QA QC AC    

     2RI RA RB AB    

2

BC AC AB
PI QI RI

 
       

Ta có:  

( )
2 2 2

2 2 2 2

AP BQ CR AI IP BI IQ CI IR

AI IC AI IB IB IC
PI QI RI

BC AC AB AC AB BC

       
  

     

 
    

 

Vậy .AP BQ CR AB BC CA               (đpcm)   

Bài tập 5. Gọi I và O lần lượt là tâm đường tròn 
nội tiếp và ngoại tiếp tam giác ABC không đều. 

Chứng minh rằng:  090  2   .AIO BC AB CA      
Hướng dẫn giải. 
Kéo dài AI cắt đường tròn (O) 
tại D. Ta chứng minh được:
DB DI DC   (theo bài toán 
gốc). 
Áp dụng Định lý Ptolemy cho 
tứ giác ABDC nội tiếp ta được: 
    . . .AB DC AC BD AD BC    

( ) .DI AB AC AD BC     

Ta có  090 ( )AIO AI ID AD ID ID        

2 2 .
AD AB AC

BC AB AC
DI BC


      (đpcm)   

Bài tập 5. (IMO 2006). Cho tam giác ABC ngoại 
tiếp đường tròn tâm I; Gọi P là một điểm trong 
tam giác nhọn ABC thỏa mãn: 

   PBA PCA PBC PCB    (*). 
Chứng minh rằng: ,AP AI  đẳng thức xảy ra khi 
nào?  
Hướng dẫn giải 
Gọi D là giao điểm của AI với 
đường tròn (O) ngoại tiếp tam 
giác ABC ( ).D A Ta có:  
      ,PBA PCA PBC PCB B C    

hay    2( ) .PBC PCB B C     
Ta có  
  0180 ( )BPC PBC PCB    

         
  

0 0180 90
2 2

B C A
      

Mặt khác


090
2

A
BIC    nên   ,BPC BIC  suy ra 

B, P, I, C cùng nằm trên một đường tròn.          (1)                    
Mà I là tâm đường tròn nội tiếp ,ABC  tia AI cắt 

đường tròn (O) tại D .DB DC DI                (2)  
(theo bài toán gốc).  
Từ (1) và (2) suy ra D là tâm đường tròn ngoại 
tiếp tứ giác BIPC .DI DP    Ta có:  

AP PD AD AI ID     
,AP AI   đẳng thức xảy ra khi .P I    

Mời các bạn tiếp tục khai thác “Điều thú vị từ giao 
điểm ba đường phân giác của tam giác, áp dụng 
trong một số bài tập về đường tròn” để thấy được 
cái hay, cái đẹp trong toán học. 

A

B C

P

N

M

I
O

E F

A

R
Q

I O

CB

P

A

B

I O

C

D

A

B

I

P
C

D

o
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Câu 1. 1. 16 9 4 3 1.A       

              
1 1

2 3 2 3 4.
2 3 2 3

B       
 

 

2. a)       
1 1 2

2 2

x
V

x x x

  
   

  
  

            
2 2 2 2

( 2)( 2) 2

x x x

x x x x

   
   

  
 

  b) 
1 2 1

64
3 32

V x
x

    


(tháa m·n).   

Câu 2. 1. a) Bảng giá trị  

 
 
 
 
 
 
b) Vì 1d d  nên phương trình đường thẳng 1d có 

dạng: ( 1).y x b b    Mà 1d đi qua ( 1;2)A  nên ta có 

11 2 3 : 3.b b d y x         

2. 
3 2 5 3 2 5 7 21

2 8 4 2 16 2 8

x y x y x

x y x y x y

      
          

 

       
3 3

2 8 2

x x

x y y

  
      

 

Vậy hệ đã cho có nghiệm là (3; 2). 

Câu 3. 1. a) Với 2,m   ta có 22 4 2 0 1.x x x      

b) Phương trình (1) có hai nghiệm 1 2,x x  khi và 

chỉ khi ' 0 2 2.m       Theo Viet, ta có:  

1 2

2

1 2

        (1)

2
  (2)

2

x x m

m
x .x

 

 



 

Theo đề bài ta có: 1 2 1 22 4A x x x x     

                      2 2 4 ( 3)( 2) .m m m m        

Do 2 2m    nên 2 0,m   3 0.m    Suy ra 

       2( 2)( 3) 6A m m m m         
2

1 25 25

2 4 4
m
       
 

 

Vậy 
25

Max
4

A   khi 
1

2
m    

2. Gọi x (m) là chiều rộng của vườn hoa, 0.x 
Chiều dài của vườn hoa là 6x  (m). Theo đề bài 

ta có: 2( 6) 91 6 91 0x x x x        
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Vậy chu vi vườn hoa hình chữ nhật là 40m.  
Câu 4.  a) Xét ABC có: 

 090 ,A  AH BC  

.AH BH CH   

           4.9 6  cm.  

:ABH  0 06
90 tan 56,3 .

4

AH
H B B

BH
     

b) Xét ABC  có: 

 090 ,A MB MC   1 1
13 6,5

2 2
AM BC    cm. 

Vậy 
1 1

. .2,5.6 7,5
2 2AHMS MH AH    2cm .  

Câu 5. a) Ta có:  090CAB ,  
 090OHC    0180CAB OHC .     

Vậy tứ giác AOHC nội tiếp. 

b) CAD AEC  và ACE  chung  

ACD    ECA  (g.g)  

CA AD
AC.AE AD.CE.

CE AE
   

c) Từ E vẽ đường thẳng song 
song với MN cắt cạnh AB tại I 

và cắt cạnh BD tại F  HEI HCO.    

Vì tứ giác AOHC nội tiếp

  HAO HCO HEI    tứ giác AHIE nội tiếp

  IHE IAE BDE HI BD.       

Mà H là trung điểm của DE suy ra I là trung điểm 

của EF. Lại có EF MN  và IE IF  
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